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第8回問題
¤
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¢1 加速度運動する電荷 qの点電荷がある。その軌道をX(t)とおく。このとき、時刻 tにおけ
る点 xでの電磁場のエネルギーをしらべよう。

1. 放出源から十分に遠方 (波動帯)では、EとBの表現 (1)と (2) の |x −X(t′)|−1の項
が支配的になる。 この項から (t,x)でのポインティングベクトル S = E ×H をもと
めよ。

E(x, t) =
q

4πε0


(n(t′)− β(t′))(1− |β(t′)|2)

α3(t′)|x−X(t′)|2 +
n(t′)×

{
(n(t′)− β(t′))× β̇(t′)

}

cα3(t′)|x−X(t′)|


 ,

(1)

B(x, t) =
1
c
n(t′)×E(x, t)

=
q

4πε0

[
(β(t′)× n(t′))(1− |β(t′)|2)

α3(t′)|x−X(t′)|2

+
(β(t′)× n(t′))(n(t′) · β̇(t′)) + β̇(t′)× n(t′)(1− n(t′) · β(t′))

cα3(t′)|x−X(t′)|
]

(2)

ここで、

n(t) =
x−X(t)
|x−X(t)| , β(t) =

Ẋ(t)
c

, α(t) =
∂t

∂t′
= 1− n(t) · Ẋ(t)

c
(3)

である。

2. 点電荷が t′ = T1から T2の間に加速されるものとする。(T2 > T1) この加速の効果は点
xでは τ1 < t < τ2で観測される。τ1, τ2はどう表されるか？

3. 点 xで τ1 < t < τ2の間に流れるエネルギー量は以下の式で与えられる。

E =
∫ τ2

τ1

|S(x, t)|dt (4)

これを加速する点電荷の時刻 t′に変数変換すると

E =
∫ T2

T1

|S(x, t)| dt

dt′
dt′ (5)

となる。点電荷が単位加速時間あたりに放射する全エネルギー dW/dt′はポインティン
グベクトルを半径 |x−X(t′)|の球面上で積分することで以下のようにあたえられる。

dW

dt′
=

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin θ S(x, t) · (x−X(t′))

|x−X(t′)|
dt

dt′
|x−X(t′)|2 (6)

これにポインティングベクトルの表式 S(x, t) = |E(x, t)|2n(t′)/(µ0c) と電場 (1)を用
いると次のように変形できることを示せ。(n(t) ≡ (x−X(t))/|x−X(t)|である。)

dW

dt′
=

1
µ0c3

(
q

4πε0

)2 ∫
dΩ
|n(t′)× {(n(t′)− β(t′))× β̇(t′)}|2

(1− n(t′) · β(t′))5
(7)

ここで dΩは立体角の面積要素 sin θdϕdθである。
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4. |Ẋ(t)| ¿ c (|β(t)| ¿ 1)のとき、dW/dt′は簡単な表式になる。式 (7)の被積分関数で、
分子は n × (n × β̇)の項だけを考慮し、分母は 1としてよい。ここで (x −X(t′))と
Ẍ(t′)の間の角度を θとおき、積分を実行すると

dW

dt′
=

q2

6πε0c3
|Ẍ(t′)|2 (8)

となることをしめせ。(Larmorの公式)

5. 質量mの点電荷が x方向に角振動数 ω0で調和振動しているとすると、電荷の位置は
X(t) = aeiω0t で表される。放射エネルギー (8)に Ẍ(t)を入れて振動の周期 T = 2π/ω0

で平均をとることにより単位時間の平均放射エネルギーをもとめよ。
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¢2 非相対論的な粒子（電荷 e、質量m）が斥力ポテンシャル V (r)の中心力場に衝突パラメー
ター 0で衝突する。

1. 放射される全エネルギーの積分形を求めよ。ただし、十分離れたときの粒子の運動エ
ネルギーをEとし、V (∞) = 0、V (rmin) = Eとする。

2. V (r)がクーロン・ポテンシャル
1

4πε0

Ze2

r
のときには、放射される全エネルギーは

8
45

mv5
0

Zc3

となることを示せ。（E =
m

2
v2
0）


