
第4回問題の解答

(平成 20 年 5 月 23 日版)
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¢1 (Helmholtz型方程式の Green関数)

既知関数 f(x)があたえられたとき、未知関数 y(x)についての微分方程式

(∇2 + λ2)y(x) = −f(x) (1)

を Helmholtz型微分方程式という。右辺の f(x)は「源」(ソース)とよばれることがある。ここでは境界
条件を無限にひろがった 3次元空間中十分遠方で 0になるものとして、解を Green関数の方法でもとめ
よう。

1. Green関数 G(x)を以下の解として与える。

(∇2 + λ2)G(x) = −δ(x) (2)

このとき、
∫

G(x− x′)f(x′)dx′ が式 (1)の解になっていることを確かめよ。

2. Fourier変換を導入して G(x)を求めることができる。

G(x) =
∫

Ĝ(k)eik·xd3k, (3)

Ĝ(k) =
1

(2π)3

∫
G(x)e−ik·xd3x, (4)

δ(x) =
1

(2π)3

∫
eik·xd3k (5)

をそれぞれ (2)に代入し、Ĝ(k) = 1
(2π)3

1
|k|2−λ2 となることをしめせ。

3. 積分

G(x) =
∫

Ĝ(k)eik·xd3k =
1

(2π)3

∫
eik·x

λ2 − |k|2 d3k (6)

は複素空間に拡張することによって実行することができる。まず、kを球座標 (k, θ, ϕ)をつかって
書き直すことで以下のようになることをしめせ。(ここで角度 θはベクトル xとベクトル kの間の

角度である。すると k · x = k|x| cos θとかける。)

G(x) =
−i

8π2|x|
∫ ∞

−∞
dk

k

k2 − λ2

(
eik|x| − e−ik|x|

)

=
−i

16π2|x|
∫ ∞

−∞
dk

{(
1

k + λ
+

1
k − λ

)
eik|x| −

(
1

k + λ
+

1
k − λ

)
e−ik|x|

}
(7)

4. 式 (7)の被積分関数第一項については下図の C+ の経路をとり、第二項については、C− の経路を

とって留数定理から (7)の積分をもとめよ。また、逆に経路 C+ で k = −λの極のみを経路にとり

こみ、経路 C− で k = λの極のみを取り込むことで積分を評価することもできる。両者の解が

G(x) =
1
4π

e±iλ|x|

|x| (8)

となることをしめせ。これが Helmholtz型方程式の Green関数である。
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λ

−λ

C+ k
λ

−λ

C-

1. 略

2. 略

3. 略

4. ここでの積分経路の取り方は、実はかなり作意的である。Helmholtz方程式は線型の方程式なので、
一般解は、特殊解 e±iλ|x|

|x| の重ねあわせになる。大事なのは、ここでの特殊解である e+iλ|x|
|x| と e−iλ|x|

|x|
はそれぞれ異った物理的意味をもつ (次問参照)。そのために現実には特殊解の一方だけを使うことに
なる。一つの特殊解の係数 (今の場合は 1/(4π))を決定しておくことに意味があるのである。そのため
に、特殊解をそれぞれ別々にとりだせるような (いわば作意的な)経路の取り方を本問ではしている。
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¢2 (遅延、先進ポテンシャル)

1. Maxwell方程式

∇×E +
∂B

∂t
= 0, ∇ ·B = 0, ∇×B − 1

c2

∂E

∂t
= µ0i, ∇ ·E =

ρ

ε0
. (9)

をベクトルポテンシャルA、スカラーポテンシャル φを用いて書き直せ。ただし、

∇ ·A +
1
c2

∂φ

∂t
= 0 (10)

となるようにゲージを選ぶものとする。

2. A, φの方程式をHelmholtz方程式のGreen関数を用いて解くことを考えよう。まず、それぞれの量
を時間についてフーリエ変換する。

A(x, t) =
∫ ∞

−∞
Â(x, ω)eiωtdω, (11)

φ(x, t) =
∫ ∞

−∞
φ̂(x, ω)eiωtdω (12)

(電流密度 i, 電荷密度 ρも同様に変換する)。これをA, φの方程式に代入すると

∇2Â(x, ω) +
ω2

c2
Â(x, ω) = −µ0î(x, ω), ∇2φ̂(x, ω) +

ω2

c2
φ̂(x, ω) = − ρ̂(x, ω)

ε0
. (13)

となることを示せ。つまり Â, φ̂は Helmholtz型方程式に従う。
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3. Helmholtz型方程式の Green関数 (∇2 + λ2)G(x) = −δ(x)の表現 G(x) = 1
4π

e±iλ|x|
|x| をもちいて式

(13)の解を表せ。

4. 上の結果に電流密度 î(x, ω) = 1
2π

∫∞
−∞ i(x, t′)e−iωt′dt′ を代入すると、

A(x, t) =
µ0

4π

∫
dx′

∫
dt′

i(x′, t′)
|x− x′| δ

(
t− t′ ± |x− x′|

c

)
=

µ0

4π

∫
dx′

i
(
x′, t± |x−x′|

c

)

|x− x′| (14)

となることを示せ。φ(x′, t)の表現はどうなるか？この物理的解釈をのべよ。

5. A(x, t), φ(x, t)の最終的な表現が Lorentzゲージの条件 (10)を満すことをしめせ。

1. E = −∇φ− ∂tA, B = ∇×A, (∇2 − ∂2
t /c2)A = −µ0i, (∇2 − ∂2

t /c2)φ = −ρ/ε0

2. 略

3. Â(x, ω) = µ0
4π

∫
dx′ e

±i ω
c
|x−x′|

|x−x′| î(x′, ω), φ̂(x, ω) = 1
4πε0

∫
dx′ e

±i ω
c
|x−x′|

|x−x′| ρ̂(x′, ω)

4. 物理的解釈、遅延ポテンシャルと先進ポテンシャルの定義。位置 xにおける時刻 tの状態 (ポテンシャ
ル)に寄与するのは位置 x′の時刻 t′ = t± |x−x′|/cでの情報 (電流密度、電荷密度)ということにな
る。すなわち情報がつたわるのに |x− x′|/cだけのタイムラグが生じる。

5. 電荷保存則 ∂tρ +∇ · i = 0を用いる。
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