
第3回問題の解答

(平成 20 年 5 月 15 日版)
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¢1 (点電荷系と電磁場のエネルギー保存則、ポインティングベクトル)

点電荷 (質量mi、電荷 qi、i = 1, . . . , N)が電磁場中で運動している。これらのエネルギー保存則を非相
対論的に考察しよう。それぞれの電荷の軌道をXi(t)とおくとき、運動方程式は

miẌi = qi[E(Xi(t), t) + Ẋi ×B(Xi(t), t) ] (1)

で与えられる。これは δ関数をもちいて全空間の積分で書き直すと

miẌi =
∫

dx δ(x−Xi(t)) qi[E(x, t) + Ẋi(t)×B(x, t) ] (2)

となる。

1. 式 (2)と Ẋiとの内積をとって i = 1, . . . , N の和をとることにより運動エネルギーの和の時間変化が

d

dt

[
N∑

i=1

1
2
mi|Ẋi|2

]
=

N∑

i=1

∫
dx qiδ(x−Xi)ẊiE(x, t) (3)

となることを示せ。

2. 点電荷系が電荷と電流を担うときのMaxwell方程式は

∇×E(x, t) +
∂B(x, t)

∂t
= 0, (4)

∇×H(x, t)− ∂D(x, t)
∂t

= i(x, t) =
N∑

i=1

qiẊi(t)δ(x−Xi(t)), (5)

∇ ·D(x, t) = ρ(x, t) =
N∑

i=1

qiδ(x−Xi(t)), (6)

∇ ·B(x, t) = 0. (7)

で与えられる。式 (3)の右辺の電流密度の部分 qiδ(x −X)Ẋi を Ampère-Maxwell則 (5)を用いて
E,D,B, H で書き直せ。

3. 電磁場のエネルギー密度 wは w = 1
2 (E ·D + H ·B)で定義される。∂w/∂tが Faradayの誘導則

(4)を用いると

∂w

∂t
= E · ∂D

∂t
−H · (∇×E) (8)

と表せることをしめせ。

4. 以上の結果から、点電荷の運動エネルギーと電磁場のエネルギーの時間変化が

d

dt

[
N∑

i=1

1
2
mi|Ẋi|2 +

∫
dx

1
2
(E ·D + H ·B)

]
=

∫
dx[E · (∇×H)−H · (∇×E)] (9)

となることをしめせ。
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5. 式 (9)の右辺は恒等式∇ · (M ×N) = N · (∇×M)−M · (∇×N)(証明せよ)をもちいて

d

dt

[
N∑

i=1

1
2
mi|Ẋi|2 +

∫
dx

1
2
(E ·D + H ·B)

]
= −

∫
dx ∇ · (E ×H) (10)

となることを示せ。右辺はガウスの定理から表面積分になおすことができる。E×H(ポインティン
グベクトル)の意味を述べよ。

1. ローレンツ力は速度に垂直なので仕事をしない。

2. d/dt[
∑

mi|Ẋi|2/2] =
∫

dx[E · (∇×H)−E · ∂D/∂t]

3. ∂B/∂t = −∇×E でBの時間微分を消去する。

4. 略

5. ∂iεijkMjNk = Nkεijk∂iMj + Mjεijk∂iNk = Nkεkij∂iMj −Mjεjik∂iNk ポインティングベクトルの

意味は、考えている領域の境界面を通って単位時間に領域外に出ていく単位面積あたりのエネルギー

をあらわす。
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¢2 平面 z = 0上に σ = σ0 sin(ax) sin(by)の表面電荷分布が与えられたときのポテンシャルを求めよ。

ここで、σ0, a, bは定数とする。

z 6= 0での静電ポテンシャルは Laplace方程式 ∇2φ = 0を満たす。ここでは、その一般解を用いる。解を
φ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)と変数分離して求めると

1
X

d2X

dx2
+

1
Y

d2Y

dy2
+

1
Z

d2Z

dz2
= 0

となるので、α, β を実定数として

1
X

d2X

dx2
= −α2,

1
Y

d2Y

dy2
= −β2,

1
Z

d2Z

dz2
= α2 + β2

とおくことができる。従って、Laplace方程式の解 φは

eiαxeiβye±
√

α2+β2z

の重ね合わせで表される。(これは、電荷分布の形から x, yについては周期境界条件のため Fourier変換を
とり、z方向については Laplace変換をしたと見ることもできる) 特に電荷分布から無限に離れると電位が
ゼロになる (z → ±∞で φ → 0) 条件を課すと zに関する指数部分の符号がきまる。つまり

φ(x) =





ei(αx+βy)e−
√

α2+β2zの重ねあわせ (z > 0),

ei(αx+βy)e
√

α2+β2zの重ね合わせ (z < 0).

となる (現実にはこれの実部をとる)。
次に、境界条件 (z = 0での電荷分布)を考慮して、α, βと重ねあわせに現れる係数を決定する。Gaussの
法則∇ ·E = ρ/ε0 を z = 0を含む薄い長方体領域で体積分する (x, yについては適当に広い領域をとる)。

∫
E · ndS =

1
ε0

∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′
∫ ε

−ε

dz′σ0 sin ax′ sin by′δ(z′) =
σ0

ε0

∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′ sin ax′ sin by′
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この左辺は次のように分解される (面積分をしている直方体の各面で見ている)。
∫

E · ndS =
∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′Ez(x′, y′, ε) +
∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′[−Ez(x′, y′, −ε)]

+
∫ ε

−ε

dz′
∫ y

0

dy′Ex(x, y′, z′) +
∫ ε

−ε

dz′
∫ y

0

dy′[−Ex(0, y′, z′)]

+
∫ ε

−ε

dz′
∫ x

0

dx′Ey(x′, y, z′) +
∫ ε

−ε

dz′
∫ x

0

dx′[−Ey(x′, 0, z′)]

ε → 0の極限をとると直方体の側面からの寄与がゼロになるので以下の関係を得る。
∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′[Ez(x′, y′, +0)− Ez(x′, y′, −0)] =
σ0

ε0

∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′ sin ax′ sin by′ . . . (∗)

ここで、ポテンシャルを

φ(x, y, z) =





φ0 cos(αx + βy)e−
√

α2+β2z (z > 0),

φ0 cos(αx + βy)e
√

α2+β2z (z < 0)

とおく (定数 φ0 が z > 0, z < 0で等しいのは系の対称性による)。すると、

Ez(x′, y′, +0) = φ0

√
α2 + β2 cos(αx + βy),

Ez(x′, y′, −0) = −φ0

√
α2 + β2 cos(αx + βy)

であるので、式 (*)は
∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′2φ0

√
α2 + β2 cos(αx′ + βy′) =

σ0

ε0

∫ x

0

dx′
∫ y

0

dy′ sin ax′ sin by′

となる。上式は x, yについての任意の領域で成立するので被積分関数どうしが等しい、つまり

2φ0

√
α2 + β2 cos(αx + βy)の重ね合わせ =

σ0

ε0
sin ax sin by =

σ0

2ε0
[cos(ax− by)− cos(ax + by)]

である。以上から、重ねあわせで現れるものは (α, β) = (a, b), (a, −b)とわかり、それぞれの (α, β)に対
応する係数 φ0 も決定することができる。最終的に求めるポテンシャルは

φ(x) =
σ0

2ε0
√

a2 + b2
sin(ax) sin(by)e±

√
a2+b2z

となる。複号は z > 0で −、z < 0で +を選ぶ。
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¡
¢3 半径 Rの球の表面上に表面電荷分布 σ = a0 cos θ(軸対称)が与えられたときの球の内外でのポテン

シャルと電場をもとめよ。

Laplace方程式 ∇2φ = 0が球の内外で成立する。前問と同様にその一般解から出発して係数を境界条件
から決定すればよい。今の場合は球座標系 (r, θ, ϕ)での一般解を用いる。ここでは系が座標 ϕに依存しな

いので r, θの依存性だけを考慮すればよい。その場合の ϕに依存しない Laplace方程式の一般解は

φ(r, θ, ϕ) =
∞∑

l=0

[αl rl + βl r−(l+1)]Pl(cos θ)
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である。ここで Pl(s)は Legendre(ルジャンドル)多項式である。球の内部で静電ポテンシャル φが正則で

あること、また球から十分遠方 r →∞で φ → 0である条件を課すと

φ(r, θ) =





∞∑

l=0

αl rlPl(cos θ) r < R,

∞∑

l=0

βl r−(l+1)Pl(cos θ) r > R.

. . . (∗∗)

となる。次に r = Rでの電荷分布を境界条件として、定数αl, βlを決定する。つまり∇·E = ρ/ε0を電荷の存

在する適当な領域で積分してαl, βlと電荷分布を関係づければよいことになる。ここでは、R−ε < r < R+ε

かつ立体角Dでかこまれる領域で積分をする。
∫

E · ndS =
1
ε0

∫ R+ε

R−ε

r2dr δ(r −R)
∫

D

dΩ a0 cos θ =
a0R

2

ε0

∫

D

dΩ cos θ

ここで dΩ = sin θdθdϕは微小立体角要素である。最左辺の面積分は、両底面の nが単位動径ベクトルと平

行であることに注意すると E · n = ±Er (Er は電場の r成分、上面では +、下面では −) であるから、
∫

E · ndS =
∫

D

(R + ε)2dΩ Er(R + ε, θ) +
∫

D

(R− ε)2dΩ [−Er(R− ε, θ)] + (側面上での面積分)

となる。さらに ε → 0の極限をとると、側面上での面積分はゼロになるので
∫

D

[Er(R + 0, θ)− Er(R− 0, θ)] R2dΩ =
R2a0

ε0

∫

D

cos θ dΩ

となる。これが任意の立体角領域Dで成り立つので、結局

Er(R + 0, θ)− Er(R− 0, θ) =
a0

ε0
cos θ . . . (†)

を得る。式 (**)から Er(r, θ) = −∂φ/∂r を求めて Er(r = R± 0, θ)を求めると

Er(R + 0, θ) =
∞∑

l=0

βl (l + 1)R−(l+2)Pl(cos θ),

Er(R− 0, θ) =
∞∑

l=1

−αl Rl−1Pl(cos θ)

となる。これを式 (†)に代入し、cos θ = P1(cos θ)に注意して両辺を比較すると l = 1の成分だけが残るこ
とがわかる (l 6= 1では αl = βl = 0)。つまり、

β12R−3 + α1 =
a0

ε0

である。定数 α1, β1 を決定するのにもうひとつ条件が必要である。r = Rでのポテンシャルが連続である

こと (φ(R− 0, θ) = φ(R + 0, θ)) を課すと

α1 = β1R
−3

を得る。以上の二つの式から定数が

α1 =
a0

3ε0
, β1 =

a0R
3

3ε04



と決定される。静電ポテンシャルは以下の通り。

φ(r, θ) =





a0

3ε0
r cos θ r < R(球の内部),

a0

3ε0
R3 1

r2
cos θ r > R(球の外部).

電場の (r, θ, ϕ)成分も以下の通り。

Er(r, θ) = −∂φ

∂r
=





− a0

3ε0
cos θ r < R,

2a0

3ε0
R3 1

r3
cos θ r > R.

Eθ(r, θ) = −1
r

∂φ

∂θ
=





a0

3ε0
sin θ r < R,

a0

3ε0
R3 1

r

3

sin θ r > R.

Eϕ(r, θ) = 0.
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¢4 真空中 (電荷密度 ρ = 0,電流密度 i = o)における平面電磁波をA(x, t) = a cos(k ·x−ωt), φ(x, t) = 0

の形で求め、a, k, ωの関係を見出せ。またエネルギー密度、運動量密度の時間平均をもとめよ。

ローレンツゲージ ∇ · A + ∂tφ/c2 = 0より k · a = 0がまず得られる。次に磁束密度 B = ∇ × A =
−(k× a) sin(k · x− ωt) であり、電場E = −∇φ− ∂tA = −aω sin(k · x− ωt) である。これを波動方程式
(∇2 − ∂2

t

c2 )A = 0に代入すると、分散関係 ω = c|k|が得られる。
電磁場のエネルギー密度W (x, t)は

W (x, t) ≡ 1
2

(E ·D + H ·B) =
1
2

(
ε0|a|2ω2 +

|a× k|2
µ0

)
sin2(k · x− ωt)

=
1

2µ0
|a|2(c2ω2 + |k|2) sin2(k · x− ωt) =

1
µ0
|a|2|k|2 sin2(k · x− ωt)

である。この時間平均W (x)は

W (x) ≡ 1
2π/ω

∫ 2π/ω

0

W (x, t)dt =
1
µ0
|a|2|k|2 1

2

である。運動量密度 P (x, t)/c2 は

P (x, t)/c2 =
1
c2

E ×H =
1

c2µ0
ωa× (k × a) sin2(k · x− ωt) =

1
cµ0

|a|2|k| sin2(k · x− ωt) k̂

となる。(ω = c|k|であり、a ⊥ kより a× (k×a) = |a|2k) ここで k̂ = k/|k|である。その時間平均 P /c2

は

P

c2
=

1
2cµ0

|a|2|k| k̂ =
1
c
W k̂

となる。
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