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第2回問題
¤
£
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¢1 1. 真空中のMaxwell方程式

∇×E(x, t) +
∂B(x, t)

∂t
= 0, (1)

1
µ0
∇×B(x, t)− ε0

∂E(x, t)
∂t

= i(x, t), (2)

ε0∇ ·E(x, t) = ρ(x, t), (3)

∇ ·B(x, t) = 0 (4)

について、ベクトル解析の結果をもちいて、ベクトルポテンシャルA(x, t) とスカラー
ポテンシャル φ(x, t)が導入できることを示せ。

2. Maxwell方程式からA(x, t)と φ(x, t)が満たす方程式を導け。

3. ベクトルポテンシャル、スカラーポテンシャルに、任意のスカラー関数 u(x, t)を使って

A′(x, t) = A(x, t) +∇u(x, t), φ′(x, t) = φ(x, t)− ∂u(x, t)
∂t

(5)

としてもA′と φ′からつくられる磁束密度と電場B, Eが不変であることをしめせ。

4. ポテンシャルAと φの方程式が波動方程式の形をとるためには、Aと φはどのような
関係をみたす必要があるか？その関係は u(x, t)をどのように選べば良いか述べよ。
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¢2 無限にひろがった 3次元真空中に時間に依存しない電荷分布 ρ(x)があるとき、Maxell方程
式から静電場E(x)を Poisson 方程式のGreen 関数を使って求めてみよう。

1. 静電場Eが従う方程式

∇ ·E(x) =
ρ(x)
ε0

(6)

を静電ポテンシャル φ(x)を用いて書換えると、Poisson方程式

∇2φ(x) =
(

∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
φ(x) = −ρ(x)

ε0
(7)

となることを示せ。

2. Poisson方程式のGreen関数G(x)を次の式で定義する。

∇2G(x) = −δ(x) (8)

このとき

φ(x) =
1
ε0

∫
G(x− x′)ρ(x′)dx′ (9)

がPoisson方程式 (7)の解になることを示せ。また、Green関数の物理的意味を述べよ。
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3. デルタ関数 δ(x)は Fourier積分で

δ(x) =
1

(2π)3

∫ ∞

−∞
eik·xdk (10)

と与えられる。またGreen関数は

G(x) =
∫ ∞

−∞
Ĝ(k) eik·xdk (11)

と表される。Green関数の Fourier変換 Ĝ(k)はどのように表されるか？

4. 波数ベクトル kについての積分を実行し、Green関数G(x)を求めよ (フーリエ積分の
実行時には kについて極座標表示を用いて、最終的に留数定理を使うとよい)。
また静電ポテンシャル φ(x)を電荷密度 ρ(x) で表せ。さらに電場Eの表式も求めよ。
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¢3 定常な電荷分布 ρ(x)があるとき、電荷分布が存在する場所から非常に遠い場所での静電場
の漸近的な表現を考えよう。

1. 点 rでの静電ポテンシャルは

φ(r) =
1

4πε0

∫
ρ(x)
|r − x|dx (12)

である。ここで、電荷 ρ(x)の分布する範囲がおおよそ |x| < aにあるとする (位置ベク
トル原点はこの範囲内にとる)。電荷分布から遠く離れた点 r (|r| À a)での静電ポテ
ンシャルが

φ(r) = ϕ0 + ϕ1

(
a

|r|
)

+ ϕ2

(
a

|r|
)2

+ ϕ3

(
a

|r|
)3

+ . . . (13)

という a/|r|のべき級数で表されると便利である (なぜか？)。この表式を詳しく見てみ
よう。ここで、r = |r|, x = |x|として、r · x = rx cos θとおき、式 (12)の被積分関数
中の rが関係するところを x/rのべきで級数展開する。

1
|r − x| =

1√
r2 + x2 − 2rx cos θ

=
1
r

∞∑

l=0

Pl(cos θ)
(x

r

)l
(14)

最初の 3項 P0(s), P1(s), P2(s)を求めよ。

2. 最低次の項 l = 0があらわす静電ポテンシャル φ0(r)を求めよ。その物理的意味を述
べよ。

3. l = 1があらわす静電ポテンシャル φ1(r)を求めよ。ただし、電気双極子能率 p

p =
∫

xρ(x)dx (15)

を用いよ。

4. l = 2があらわす静電ポテンシャル φ2(r)を求めよ。ただし、電気四重極子能率テンソ
ルQij の縮約和

Q = Qijninj =
∫ [

(n · x)(n · x)− 1
3
x2

]
ρ(x) dx (16)

を用いよ (n = r/r, Qij =
∫

(xixj − δijx
2/3)ρ(x)dx)。
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¢4 静電場Eから電気双極子 pに働く力はF = (p · ∇)E = ∇(p ·E) で与えられることを示せ。
また相対位置 rにおかれた二つの双極子 p1, p2の間の相互作用エネルギーおよび働く力を
求めよ。


